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К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ О ВЗАИМОДЕЙСТВИИ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ С ГРУНТОВОЙ 
ТРЕХКОМПОНЕНТНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ СРЕДОЙ 

ПЕРИОДИЧЕСКОЙ СТРУКТУРЫ  
ПРИ НЕСТАЦИОНАРНОЙ НАГРУЗКЕ 

Рассмотрена задача взаимодействия цилиндрической оболочки с грунтовой 
трехкомпонентной нелинейной средой периодической структуры при распределенной 
нестационарной нагрузке. Грунтовая структурно-периодическая среда моделируется 
осесимметричными нелинейными дифференциальными уравнениями в частных 
производных в цилиндрической системе координат. Построен численный алгоритм 
решения поставленной задачи. Проведен анализ закономерностей распространения 
цилиндрических волн в системе цилиндрическая оболочка – грунтовая среда. 
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Введение. Рассматривается задача динамического взаимодействия тон-

костенной цилиндрической оболочки с грунтовой трехкомпонентной нели-
нейной средой периодической структуры по длине оболочки. При стандарт-
ных инженерных подходах полагается, что грунтовая среда рассматривает-
ся в рамках моделей типа Винклера или Пастернака [7]. Этот подход ис-
пользуется при решении статических задач взаимодействия тонкостенных 
конструкций с грунтовыми основаниями при принятии общепринятых коэф-
фициентов, характеризующих тип грунта. В задачах динамики возникает 
другая ситуация. Напряженно-деформированное состояние системы обо-
лочка – грунтовая среда зависит от ряда факторов – геометрии конструкции, 
вида импульсной нагрузки и параметров грунтовой среды. Ряд исследова-
ний в этом направлении проведены авторами [2]. В этих работах рассмат-
ривается поведение однослойных цилиндрических и сферических оболочек, 
взаимодействующих с грунтовыми средами.  

В данной работе приведены постановка и численный алгоритм решения 
динамических задач взаимодействия цилиндрических оболочек с грунтовы-
ми средами периодической структуры по длине оболочки. При этом каждый 
слой грунтовой среды моделируется осесимметричными нелинейными 
дифференциальными уравнениями в частных производных цилиндрической 
системы координат [3]. 

Изложение основного материала. Рассматривается задача взаимодейст-
вия цилиндрической оболочки с грунтовой средой периодической структуры 
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при нестационарных нагрузках. Полагается, что поведение каждого слоя 
периодической структуры описывается согласно модели многокомпонентной 
грунтовой среды [3]. Исследуется задача динамического поведения взаимо-
действия цилиндрической оболочки с грунтовой средой при действии внут-
ренней распределенной нестационарной нагрузки. Уравнения колебаний 
оболочки с учетом влияния действия грунтовой среды представим в виде 
уравнений колебаний типа Тимошенко [5]: 
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где (1) 1 3 1, ,u u   соответствуют компонентам обобщенного вектора переме-
щений срединной поверхности цилиндрической оболочки; 11 22 13 11, , ,T T T M  
– величины интегральных по толщине усилий – моментов цилиндрической 
оболочки; 3( , )P x t  – нагрузка на внутреннюю поверхность цилиндрической 
оболочки; 0( , , )rP x r t  – давление грунта на оболочку. 

Двумерные уравнения, описывающие осесимметричные течения сжи-
маемой среды, представлены в виде [1, 4, 6] 
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где u – скорость перемещения частиц вдоль оси x ; v – скорость перемеще-
ния частиц вдоль оси r ;  – плотность соответствующего слоя грунта;  
p – давление соответствующей точки грунтовой среды ( , )x r . 

Уравнения состояния грунтовой среды каждого слоя представлены со-
гласно модели нелинейной многокомпонентной среды В. М. Ляхова [3] 
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В уравнениях состояния неоднородной среды (4) введены следующие 
обозначения: i  – содержание по объему компонентов; io , ioV  –соответственно 
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плотность и удельный объем в соответствующей компоненте; ioc – скорость 
звука в компонентах при атмосферном давлении oP ; i – номер компоненты 
(1 – воздух, 2 – жидкость, 3 – твердые частицы). При давлении oP P  плот-
ность среды o  и удельный объем oV  определяются по формулам 
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При давлении P  параметры компонент обозначаются iV , i , ic , а среды – в 
целом V  и  . 

Связанность задачи взаимодействия оболочка – грунтовая среда обес-
печивается заданием условий непротекания на деформированную поверх-
ность оболочки контакта оболочка – грунтовая среда 

  3 ru U ,   (5) 

где rU  – скорость границы перемещения грунтовой среды на контакте. 
На границе контакта неоднородных грунтовых слоев задаются условия 

симметрии кинематических и силовых величин. 
В качестве граничных условий для задачи динамики грунтового слоя 

принимаются уравнения (2), (5) и условия отсутствия возмущения переме-
щения на бесконечности. 

Численный алгоритм. Для решения исходных уравнений теории колеба-
ний оболочек типа Тимошенко (1) используется интегро-интерполяционный 
метод построения разностных схем для уравнений гиперболического типа 
[5]. Согласно предложенной методике разностные соотношения имеют вид 
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где разностные обозначения для кинематических и силовых условий введе-
ны согласно [5].   

Для численного решения задач динамического поведения грунтовой 
среды используется двухшаговая схема Чудова – Рослякова [3, 8], которая 
строится на разностном шаблоне из девяти точек.  
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На шаге предиктор разностная схема имеет вид  
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На шаге корректор разносная схема имеет вид 

  1 2 3 1 4 3 4 1 2
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здесь  

 1 , , 1 1, 1 1,0,25 ;
nn

k l k l k l k lF F F F F        

1
nC  вычисляется аналогично 1

nF ; 

 , 1 2 3 40,25 .n
k lC C C C C         

На шаге предиктора, кроме 1F  вычисляются 2 3 4, ,F F F   , а затем – соответст-

вующие потоковые 1 2 3 4, , ,A A A A    , 1 2 3 4, , ,B B B B     и источниковые 1 2,C C  , 3C , 

4C  члены. 
Представленная схема аппроксимаций написана для случая, когда рас-

четная схема ортогональна и совпадает с координатной, иначе появляются 
дополнительные члены в уравнениях разностных схем, которые приводят к 
определенным неудобствам при проведении вычислительных процессов. 

Численные результаты. Как частный случай, рассмотрена однослойная 
цилиндрическая оболочка в грунтовой среде при внутренней импульсной 
нагрузке 3( )P t  (1). Соответствующие разностные уравнения оболочки и сре-
ды – уравнения (6) – (8). Расчеты проводились для стальной оболочки ра-
диуса 0,1R  м; толщиной 0,01h  м. Модуль Юнга материала оболочки 

210E  ГПа, коэффициент Пуассона – 0,3  , плотность 7880об  кг/м 3 . 
Нагрузка 3( )P t  задавалась следующей зависимостью 

  3( ) sin ( )tP t A t t T
T


      ,  

где T – время нагрузки; A – амплитуда нагрузки; ( )t – функция Хевисайда. 
В расчетах полагалось 1,0A  МПа; 50T  мкс. 
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Задача решалась для двух типов водонасыщенных грунтов. Характери-
стики компонент грунтов следующие: 

1) воздух – 1 1, 2  кг/м 3 ; 1 330c  м/с; 1 1, 4  ; 

2) вода –  3
2 10  кг/м 3 ; 2 1500c  м/с; 2 7  ; 

3) твердая компонента – 3 2650  кг/м 3 ; 3 4500c  м/с; 3 4  . 
На рис. 1 приведены закономерности распределения волн давления P  

по пространственной координате r  в различные моменты времени (вариант 
1 – компоненты грунта 1 2 30; 0,4; 0,6      ). Кривая 1 соответствует вре-

мени 4
1 0,35 10t   с, кривая 2 –  3

2 0,125 10t   с, кривая 3 – 3
3 0,25 10t   с.  

 
Рис. 1 – Зависимость волны давления P от пространственной координаты r   

в различные моменты времени (вариант 1) 

На рис. 2 приведены аналогичные кривые для варианта 2: компоненты 
грунта 1 2 30,01; 0,39; 0,6      . Как видно из приведенных кривых, со-
держание газообразной компоненты 1  существенно влияет на распреде-
ление давления по пространственной и временной координатам. Максимум 

0 ( )P t  более чем в три раза меньше по сравнению с аналогичными резуль-
татами согласно варианту 1.  

Наличие воздуха значительно влияет на форму импульса давления – 
форма импульса размазывается (кривые 2 и 3 соответственно). Существен-
но изменяется и скорость распространения волны давления по сравнению с 
вариантом 1 (отсутствие компоненты 1 ). Кривая 1 соответствует времени 

4
1 0,6 10t   с, крива 2 – 2

2 0,125 10t   с, крива 3 – 2
3 0,188 10t   с. Также 
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наблюдается более медленное затухание волны давления по сравнению с 
вариантом 1. 

 
Рис. 2 – Зависимость волны давления P от пространственной координаты r   

в различные моменты времени (вариант 2) 

Выводы. В работе рассмотрена задача взаимодействия цилиндриче-
ской оболочки с грунтовой трехкомпонентной нелинейной средой периоди-
ческой структуры при распределенной нестационарной нагрузке. Грунтовая 
структурно-периодическая среда моделируется осесимметричными нели-
нейными дифференциальными уравнениями в частных производных в ци-
линдрической системе координат. Построен численный алгоритм решения 
поставленной задачи. Проведен анализ закономерностей распространения 
волн в системе цилиндрическая оболочка – грунтовая среда. 
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ДО РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧ ПРО ВЗАЄМОДІЮ ЦИЛІНДРИЧНОЇ 
ОБОЛОНКИ З ҐРУНТОВИМ ТРИКОМПОНЕНТНИМ НЕЛІНІЙНИМ 

СЕРЕДОВИЩЕМ ПЕРІОДИЧНОЇ СТРУКТУРИ  
ПРИ НЕСТАЦІОНАРНОМУ НАВАНТАЖЕННІ 

 

Розглянуто задачу про взаємодію циліндричної оболонки з ґрунтовим трикомпонентним 
нелінійним середовищем періодичної структури при розподіленому нестаціонарному 
навантаженні. Ґрунтове структурно-періодичне середовище моделюється 
осесиметричними нелінійними диференціальними рівняннями в частинних похідних 
в циліндричній системі координат. Побудовано чисельний алгоритм розв’язування 
вихідної задачі. Проведено аналіз закономірностей розподілення циліндричних 
хвиль в системі циліндрична оболонка – ґрунтове середовище. 

Ключові слова: циліндрична оболонка, шаруваті ґрунтові структури, ґрунтове  
середовище, трикомпонентне нелінійне чисельні методи, нестаціонарне навантаження. 
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TO SOLUTION OF INTERACTIONAL OF  CYLINDRICAL SHELL  
WITH THREE-COMPONENTS NONLINEAR PERIODIC GROUND MEDIUM 

STRUCTURE UNDER NONSTATIONARY LOADING 
 

The problem of interaction of a cylindrical shell with periodical structure three –  
components nonlinear medium under distributed nonstationary load are considered.  
Multilayer structures are modeled by a periodic medium by axisymmetric non-linear  
partial differential equations derived in the cylindrical coordinate system. The numerical 
algorithm for solving the problem. Analysis of the results of wave propagation  
in a cylindrical shell in contact with a multicomponent medium are presented. 
 

Keywords: cylindrical shell, layered underground structures, three-component nonlinear 
groundwater environment, numerical methods, time-varying load. 

 


