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С ПРЯМОУГОЛЬНЫМИ ОТВЕРСТИЯМИ РАЗЛИЧНОГО РАЗМЕРА 

ПРИ УЧЁТЕ ПЛАСТИЧЕСКИХ ДЕФОРМАЦИЙ  
 

Проведено численное исследование распределения напряжений и зон  
пластических деформаций в прямоугольной пластине с двумя прямоугольными  
отверстиями разных размеров. Использованы вариационные методы теории  
пластичности и метод переменных параметров упругости в сочетании с  
проекционно-итерационными схемами реализации метода конечных элементов. 
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Введение. Отсеки тонкостенных пластинчато-оболочечных конструкций 

зачастую имеют отверстия (вырезы, люки) различной конфигурации. Для 
многих конструкций форма этих вырезов – прямоугольная. Наличие отвер-
стий (вырезов) приводит к концентрации напряжений, что может вызвать 
преждевременное разрушение элементов конструкций или повлечь появле-
ние недопустимых деформаций. Это приводит к невозможности дальней-
шей эксплуатации конструкций [12, 18, 23]. 

Оценка напряженно-деформированного состояния и несущей способно-
сти таких отсеков при высоких уровнях нагрузок должна проводится с учё-
том пластических деформаций и деформаций ползучести [2, 8, 9, 14, 15]. 
Вышесказанное говорит о важности проведения соответствующих исследо-
ваний по прочности и несущей способности элементов конструкций с отвер-
стиями при учёте пластических деформаций. 

Пластинчатые элементы с отверстиями с допустимой степенью точности 
моделируют поведение реальных конструкций, составляющими элементами 
которых являются пластины и пологие оболочки с вырезами - люками [1, 17, 18]. 

Одним из наиболее часто используемых методов решения задач проч-
ности различного вида пластинчато-оболочечных конструкций является 
метод конечных элементов (МКЭ) [13, 21]. При исследовании многих вопро-
сов, связанных с использованием этого метода, важным является разработ-
ка таких вычислительных схем, которые бы уменьшили время расчёта на 
ПК. Это особенно важно, в частности, при проектировочных расчётах. В 
теории МКЭ разработаны проекционно-итерационные схемы вычислений, 
позволяющие значительно снизить затраты времени счёта на ПК [5, 19, 21, 22]. 



В различных задачах напряженно-деформированного состояния пластин с 
одним и двумя отверстиями разной конфигурации (прямоугольные, круго-
вые, эллиптические) для упругих и упругопластических постановок было дос-
тигнуто уменьшение времени счёта от 5 до 80 раз [4–7, 11]. В [6, 7] рассмотрена 
пластина с одним отверстием, в [11] – с двумя круговыми или прямоугольными 
отверстиями одинакового размера. 

Важным является выбор формы конечного элемента (КЭ). Здесь боль-
шое влияние оказывает степень концентрации напряжений. Показано, что 
линейные формы таких элементов (треугольные) в зонах локализации на-
пряжений более предпочтительны, чем билинейные аппроксимации (прямо-
угольные КЭ). Однако применение линейных КЭ с точки зрения времени 
расчёта менее эффективно. Проекционно-итерационные схемы реализации 
МКЭ как для линейных, так и для билинейных аппроксимаций более эффек-
тивны по сравнению с расчётом на основе обычного МКЭ [10].  

В настоящей работе изучается напряженно-деформированное состояние 
(НДС) пластинчатых элементов конструкций с двумя различными вырезами 
прямоугольной формы, находящихся в условиях сжатия, при учёте пласти-
ческих деформаций, возникающих в конструкции при нагружении. Исследо-
вания проводятся на основе использования вариационных методов теории 
пластичности и метода переменных параметров упругости в сочетании с 
проекционно-итерационными схемами реализации МКЭ. 

Постановка задачи. Рассматривается задача определения НДС прямо-
угольной пластины с двумя прямоугольными отверстиями разного размера 
при равномерном сжатии распределенной нагрузкой . Центры отверстий 
отстоят на расстоянии  друг от друга. Величина нагрузки и параметры 
пластины таковы, что в пластине возникают пластические деформации. Вид 
пластины, моделирующей элемент конструкции с отверстиями (вырезами), 
показан на рис. 1. На этом же рисунке обозначены сечения, где в дальней-
шем будут определены распределения напряжений. 
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Рис. 1 – Геометрия и схема нагружения пластины  
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При решении поставленной задачи определяется НДС пластины, которое 
является существенно неоднородным, и границы между зонами упругих и пла-
стических деформаций. 

В процессе исследования изучается вопрос о возможности потери устой-
чивости пластины [3, 8]. Определяются касательно-модульная и приведено-
модульная нагрузки. Заданная величина  приблизительно в 2 раза мень-
ше, чем касательно-модульная критическая нагрузка, которая является 
минимальной из двух вышеуказанных. Установлено, что при рассматривае-
мых размерах пластины потери устойчивости не происходит. 

q

В случае конструктивно неоднородной пластины (например, пластина 
подкреплена ребрами жёсткости – стрингерами и шпангоутами или отвер-
стия - вырезы имеют окантовку) возможно использование методов, позво-
ляющих построить модели изотропной пластины при учёте неоднородности 
жёсткости [1, 17]. 

Метод решения. При решении поставленной задачи применяется ва-
риационный метод теории пластичности, на основе которого строится соот-
ветствующий функционал. В процессе решения ищутся такие перемещения 
в пластине, которые сообщают этому функционалу минимальное значение. 
НДС пластины при пластическом деформировании определяется на основе 
метода переменных параметров упругости [2]. Этот метод наряду с методом 
дополнительных нагрузок [14] и методом дополнительных деформаций [2] 
относится к основным методам решения упругопластических задач [2, 8]. В 
соответствии с ним строятся схемы последовательных приближений. На 
каждом шаге таких схем решается неоднородная задача теории упругости. 
Решение продолжается до совпадения двух соседних приближений с за-
данной точностью. В функционале, построенном для упругой пластины, 
находящейся в плоском напряженном состоянии [11, 20] 
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параметры упругости: модуль сдвига G  и коэффициент Пуассона ν , меня-
ются в каждом приближении и зависят от компонент НДС предыдущего при-
ближения (для начального приближения эти параметры совпадают с парамет-
рами упругости материала пластины G G= , ν = ν ).  

В (1)  и  – перемещения в пластине в направлении осей  и со-
ответственно. Следуя деформационной теории, переменные параметры 
упругости записываются следующим образом: 
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Интенсивность деформаций определяется по формуле [11, 20] 
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Для конструктивно неоднородной пластины форма функционала (1) из-
менится. Его конкретный вид зависит от типа жесткостных элементов (под-
крепления: стрингеры и шпангоуты, окантовка отверстий и др.). 

Схема метода последовательных приближений показана на рис. 2. При 
этом изображена диаграмма деформирования iσ ε∼ . В первом приближе-

нии параметры G  и ν  равны  и G ν  для материала пластины. Сначала 
решается задача теории упругости, по найденным компонентам НДС вы-
числяется ψ , далее решается задача теории упругости второго приближе-

ния с измененными модулями сдвига G , упругости E  и коэффициентом 
Пуассона ν  и т. д. Процесс продолжается до достижения заданной точно-
сти между двумя соседними приближениями. 

 

 
Рис. 2  – Схема метода переменных параметров упругости 

 

На каждом шаге метода последовательных приближении проводится 
минимизация функционала (1) с использованием проекционно-итера-
ционных схем реализации МКЭ. Значительное уменьшение времени расчё-
та по сравнению с традиционным МКЭ позволяет построить большее коли-
чество приближений, увеличивая при этом точность расчёта. 

 Напомним основную идею проекционно-итерационных схем МКЭ [5, 21, 
22]. Исходная экстремальная задача для функционала (1) аппроксимирует-
ся (с помощью МКЭ) последовательностью дискретных экстремальных за-
дач для функций многих переменных. Для решения этих задач применяется 
некоторый итерационный процесс, например, метод последовательной 
верхней релаксации [19]. При этом используется методика, предложенная в 
[16]. Согласно этой методике не требуется хранения матрицы жёсткости в 
явном виде, а значения перемещений  и  в текущем узле выражаются u v
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через узловые значения перемещений четырёх примыкающих к этому узлу 
конечных элементов. В данном исследовании целесообразно использовать 
адаптивные сетки [4]. 

Результаты численного анализа. На основе предложенных алгоритмов 
разработана программа на языке С++. Расчеты проведены на ПК Turion 
64× 2 (2 GHz, 2× 512 Kb L2 cache) с 2 Gb оперативной памяти для квадратной 
пластины размером 0,3× 0,3 м из материала Д16Т с двумя квадратными отвер-
стиями (0,04 0,04 м; 0,06× × 0,06 м), расстояние между центрами которых . l

Развитие зон пластических деформаций (изображены штриховкой) при 
увеличении нагрузки  для разных значений  показано на рис. 3 ( а) – для 

 м; б) – для 
q l

0,08l = 0,1l =  м) и  рис. 4 ( а) – для 0,12l =  м; б) – для 0,14l =  м). 
 

 
 

а) 

б) 

115q = МПа 145q =  МПа 160q =  МПа 

 

Рис. 3 – Развитие зон пластических деформаций 
 

Пластические деформации появляются в пластинах сначала возле 
большего отверстия при нагрузках 40–50 МПа в зависимости от величины . 
При значениях  меньше 100 МПа вокруг каждого отверстия развиваются 
несвязанные зоны пластичности. При увеличении нагрузки образуется об-
щая зона пластических деформаций. 

l
q
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а) 

б) 

115q = МПа 145q =  МПа 160q =  МПа 

 
 

Рис. 4 – Развитие зон пластических деформаций  
 
 

На рис. 5 показано распределение относительных напряжений в харак-
терных сечениях, обозначенных на рис. 1, при 145q =  МПа и для разных 

расстояний между отверстиями (линии  для 0,08l =  м, линии   для 
 м, линии 0,1l =  для 0,12l =  м, линии  для 0,14l =  м). 

Выводы. Разработанные схемы численного моделирования и реализо-
ванные вычислительные алгоритмы дают возможность эффективно прово-
дить анализ напряженно-деформированного состояния с учётом пластиче-
ских деформаций и исследовать взаимовлияние прямоугольных отверстий 
различных размеров в пластинах при сжатии. Для рассмотренных пластин с 
отверстиями найдены нагрузки, при которых начинается развитие зон пла-
стических деформаций. 
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Рис. 5 – Распределение относительных напряжений в сечениях пластины 
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Виконано числове дослідження розподілу напружень і зон пластичних  
деформацій в прямокутній пластині з двома прямокутними отворами різних  
розмірів. Використані варіаційні методи теорії пластичності і метод змінних  
параметрів пружності в поєднанні з проекційно-ітераційними схемами реалізації 
методу скінченних елементів.  

Ключові слова: пружно-пластичне деформування, пластини, прямокутні  
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OF THINWALLED STRUCTURES WITH RECTANGULAR HOLES 

OF DIFFERENT SIZES TAKING ACCOUNT  
OF PLASTIC DEFORMATIONS 

 

Numerical investigation of distribution of stresses and plastic deformation zones in 
rectangular plate with two rectangular holes of different sizes is developed. Variation 
methods of theory of plasticity and the variable parameters of elasticity method with 
projective-iterative schemes of finite element method are used. 
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