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Приведены дискретные аналоги краевых задач двумерной уточненной  
теории анизотропных оболочек. Изучены зависимости величин коэффициентов  
концентрации напряжений от размеров отверстий и изменения сдвиговой  
жесткости. 
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Постановка задачи. В работах [1 – 3] приведены постановки и методы 

решения задач o напряженном состоянии тонкостенных оболочечных конст-
рукций в рамках различных  расчетных схем [4], учитывающих специфиче-
ские особенности деформирования композитных материалов. В связи с 
развитием вычислительной техники возникла необходимость разработки 
эффективных численных методов решения широкого класса двумерных за-
дач с применением наиболее общих расчетных схем [4, 5]. 

 В качестве разрешающих уравнений для произвольной непологой обо-
лочки из композитного материала можно выбрать следующие [1]. 

Уравнения равновесия в усилиях и моментах в криволинейной системе 
координат ( , )α β , линии которых могут не совпадать с направлениями глав-
ных кривизн оболочки 
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определяют соответственно второе и пятое уравнения системы (1). Здесь 
 – область координатной поверхности оболочки; Ω Ω = Ω Γ∪ ; Γ  – граница 

области . Остальные обозначения в (1) соответствуют принятым в [1]. Ω
Усилия и моменты, входящие в уравнения равновесия, определяются по 

формулам 

( )1 11 1 12 2 13 12 1 2T B B Bε ε ε= + + ↔ ;  

12 13 1 23 2 33 12 ;S B B Bε ε ε= + +                                    (2) 

( )1 11 1 12 2 13 122 1 2G D D Dχ χ χ= + + ↔ ;  

( )12 13 1 23 2 33 12 1 1 132 ; 1 2H D D D Q Kχ χ χ ε= + + = ↔ .  

Геометрические соотношения имеют вид 
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В (2), (3) коэффициенты  – обобщенные жесткости; , ,ij ij iB D K

{ }1 2, , , ,u v wϕ γ γ=
G

 – искомая вектор-функция обобщенных перемещений. Для 
оболочек, изготовленных из анизотропного материала, обобщенные жесткости 
могут быть выражены через приведенные упругие константы материала [1, 3]. 

Метод решения задач. Уравнения дискретной задачи, которая ставится  
в соответствие задаче (1) – (3) в параметрическом представлении, имеют 
вид [5] 
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Здесь { }1 2, , , ,u v wϕ γ γ=
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 – искомая сеточная вектор-функция, определенная 

в области ( ){ 1 2, , 1, 1, 1, 1w i j i n j n= = + = }+ ; w  – множество узлов, образо-

ванных пересечением координатных линий ( )iα  и ( )jβ  с шагами ,  по 

направлениям 
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 – вектор с компонентами 1 2, ,α α  при-

нимающими значения 1± ; операторы i
jΛ  приведены в работе [1], для них 

используются общепринятые обозначения теории разностных схем [5]. 
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Обозначения (5) соответствуют принятым в [1] для представления упругого 
потенциала. 

Аппроксимации геометрических соотношений (3) определяются согласно 
равенств 
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Правые части if  в (4), например, для , определяются таким образом 
– 

1i =

1 .f ABX=  
Непосредственной проверкой можно убедиться в том, что: 1) уравнения 

дискретной задачи (4) аппроксимируют соответствующие им уравнения 
равновесия и краевые условия (в равномерной метрике, на решении); 
2) дискретная задача является самосопряженной, а матрица алгебраиче-
ской задачи – симметричной. Поэтому для решения алгебраической задачи 
можно применять эффективные как прямые, так и итерационные численные 
методы. 
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Численные результаты. В качестве примера определялось напряжен-
ное состояние трансверсально-изотропной сферической оболочки радиуса 
R , толщиной h  с немалым круговым отверстием радиуса 0r . Оболочка на-
гружена внутренним давлением интенсивности 0P . Полярная геодезическая 

система координат ( ),ρ θ  связывалась со срединной поверхностью так, 

чтобы ко  отверс впадал с линией 0нтур тия со ρ ρ= . Кривизны и коэффици-
енты Ляме срединной рхности оболочки ны  пове рав

1 ; 0; 1;k k k A Bρ θ ρθ sin .R
R R

ρ
= = = = =  

Граничные условия на контуре отверстия ( 0ρ ρ= ) представим в виде 

( )0 0 0
0 0sin ; c 0,

P P r
T R r Q S G Hρ ρ ρθ ρ ρθϕ ϕ= − − = − = = =       0os ;

2 2
(6) 

а вдали от отверстия ( )0 03rρ ρ= +  примем [1] 

ρ θ θ 0.u u w G Hρ ρ= = =                                      (7) 

Здесь

= =

 0ϕ  – угол между направлениями нормалей к
центре отверстия и на его контуре. 

е
 вычисляются по формулам

 поверхности оболочки в 

Знач ния коэффициентов концентрации окружных усилий 1K  и моментов 

2K  на контуре отверстия в оболочке  

1 2
6

1 ; ,
T G

K K
P Ph
θ θ= + =  

где 0

2
P R
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асчеты ма, где при 
нии си ратных кор-

ней

Р  выполнены с помощью вычислительного алгорит
реше стем уравнений (4), (6), (7) использован метод квад

 Холецкого [6]. За исходную выбиралась оболочка с параметрами 

030; 1,5; 0,05; 0,3.
rR G
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′
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В табл.1 приведены значения коэффициентов концен ации напряжений тр

1K  и 2K  для  различных величин 0r
h

. С увеличением размера отверстия 

центр ция напряжений на его контуре существенно увеличивается. Так, кон а
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при изменении 0r
h

 в 10 раз ( 01,5 15
r
h

≤ ≤ ) наибольшие напряжения возрас-

тают в 2,9 раза. 
 

Таблица 1 – Зависимость концентрации напряжений  
от размера отверстия 

 

0r
h

 1K  2K  

1,5 2,28 0,69 

3,0 2,82 0,86 

6,0 4,12 1,16 

12,0 6,59 1,19 

15,0 7,54 1,09 

20,0 8,42 0,82 

24,0 8,16 0,55 
 

В табл. 2 представлена зависимость напряженного состояния на контуре 
отверстия в оболочке от изменения сдвиговой жесткости материала. Ре-
зультаты свидетельствуют о необходимости привлекать уточненные теории 
оболочек для податливых на сдвиг элементов тонкостенных конструкций из 
композитных материалов. 
 

Таблица 2 – Зависимость напряженного состояния  
от сдвиговой жесткости 

E
G′  10 100 1000 

1K  8,25 9,91 17,90 

2K  0,82 0,81 0,68 

 

Выводы. Развит эффективный численный метод решения двумерных 
задач о распределении напряжений около отверстий в композитных оболоч-
ках. Установлено, что с увеличением размера отверстия в 10 раз концен-
трация напряжений на его контуре увеличивается в 2,9 раза, а с изменени-

ем сдвиговой жесткости материала 
G
E
′
 от 10 до 1000 – в 2,2 раза. 

193 



 
БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ССЫЛКИ 

1. Гузь А. Н. Методы расчета оболочек / А. Н Гузь., И. С. Чернышенко, Вал. Н. Чехов, 
Вик. Н. Чехов, К. И. Шнеренко: в 5-ти т. Т.1: Теория тонких оболочек, ослабленных отвер-
стиями. – К.: Наук. думка, 1980. – 636 с. 

2. Гузь А. Н. Тонкие оболочки из композитных материалов, ослабленные отверстиями 
/ А. Н Гузь, К. И. Шнеренко // Механика композит. материалов. – 1979. – №5. – С. 819 – 834. 

3. Механика композитов: В 12-ти т. Т.7. Концентрация напряжений / Под. ред. А. Н. Гу-
зя, А. С. Космодамианского и В. П. Шевченко. – К.: A.C.К, 1998. – 387 с. 

4. Шнеренко К. И. Анализ расчетных схем для оболочек из композитных материалов с 
отверстиями / К. И. Шнеренко // Прикл. механика. – 1981. – Т.17, №4. – С. 24–30. 

5. Самарский А. А. Методы решения сеточных уравнений / А. А. Самарский, 
Е. С. Николаев. – М.: Наука, 1978. – 552 с. 

6. Годзула В. Ф. К задачам статики непологих анизотропных оболочек с отверстиями / 
В. Ф. Годзула, А. Н. Гузь, К. И. Шнеренко // Прикл. механика. – 1988. – Т.24, №9. – С. 22 – 30. 

 
Институт механики им. С. П. Тимошенко 
НАН Украины 
Киев,Украина Поступила в редколлегию 10.07.2010 

 
 

К. І. Шнеренко, д-р техн. наук, В. Ф. Годзула, канд. фіз.-мат. наук 
 

ДОСЛІДЖЕННЯ НАПРУЖЕНОГО СТАНУ ОБОЛОНКОВИХ 
КОНСТРУКЦІЙ З КОМПОЗИТНИХ МАТЕРІАЛІВ  

З КОНЦЕНТРАТОРАМИ НАПРУЖЕНЬ 
 

Наведені дискретні аналоги крайових задач двовимірної уточненої теорії  
анізотропних оболонок. Вивчені залежності величини коефіцієнтів концентрації  
напружень від розмірів отворів і зміни зсувної жорсткості. 

Ключові слова: тонкі оболонки, анізотропія, композит, міжшаровий зсув, напружений 
стан, концентрація напружень. 
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INVESTIGATION OF THE STRESS STATE OF THE SHELL 
STRUCTURES FROM COMPOSITE MATERIALS WITH STRESS 

CONCENTRATORS 
 

Discrete analogues of the boundary-value problems for the two-dimensional refined 
anisotropic shell theory are presented. Dependencies of values of the stress 
concentration factors on hole sizes and on a change in shear stiffness are studied. 

Keywords: thin shells, anisotropy, composite, interlayer shear, stress state, stress 
concentration. 
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