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ДО ЧИСЕЛЬНОГО АНАЛІЗУ МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛІ  

НЕЛІНІЙНИХ КОЛИВАНЬ СУПУТНИКА  
В ПЛОЩИНІ ЕЛІПТИЧНОЇ ОРБІТИ 

Надається числовий аналіз математичної моделі нелінійних коливань 
супутника в площині еліптичної орбіти на базі застосування гібридного 
асимптотичного методу, який є комбінацією методу збурення за параметром 
нелінійної складової рівняння і методу фазних інтегралів за параметром при 
старшій похідній. Аналізується основне диференціальне рівняння нелінійних 
коливань супутника за двома підходами: за розкладом у ряд нелінійної 
складової рівняння та застосування асимптотичного підходу до наявної 
нелінійної функції. 

Ключові слова: супутник, еліптична орбіта, асимптотичний розв’язок, 
нелінійна задача. 

Вступ. Проблемі дослідження періодичного руху супутника у площи-
ні еліптичної орбіти присвячена значна кількість публікацій. Не ставлячи 
за мету надати повний огляд сучасного стану цієї проблеми, посилає-
мося на [1 – 3, 5 – 7], де аналізується основне рівняння, яке є предме-
том даного дослідження та оглядову публікацію у напрямку досліджень 
нелінійних коливань [8]. У [1] викладено метод дослідження суттєво не-
лінійних задач, який іменується локальним. Для дослідження сингуляр-
них збурень цей метод застосовано у [6]. Необхідно зазначити, що порі-
вняльний аналіз застосування асимптотичних методів інтегрування рів-
няння площинних коливань з аналізом ефектів обертання супутника на 
основі методу усереднення з незалежними малими параметрами при 
явищах резонансу надано у [4]. Метою даної роботи є порівняльний чи-
словий аналіз наближених аналітичних розв’язків сингулярної нелінійної 
проблеми коливань супутника в площині еліптичної орбіти із застосу-
ванням асимптотичних підходів, запропонованих у [9, 10]. 

Постановка задачі. У припущенні, що супутник рухається у центра-
льному гравітаційному полі так, що його центр мас рухається у площині 
еліптичної орбіти, основне нелінійне диференціальне рівняння пробле-
ми із змінними коефіцієнтами має вигляд [1] 

  
2

21 cos 2 sin sin 4 sind de e e
dd

 
       


, (1) 

де   – подвійний кут між радіус-вектором центру мас і віссю інерції, від-
носно якої моменті інерції дорівнює C ;  3 A C B   ; e  – ексцентри-
ситет орбіти;   – кутова відстань радіус-вектору від перигею орбіти (іс-
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тинна аномалія); B  – момент інерції відносно головної вісі інерції супут-
ника, перпендикулярної площині орбіти; A  – момент інерції відносно 
третьої головної осі інерції. 

 
Рис. 1 – Схема розміщення супутника на орбіті [6] 

Поділяючи (1) на коефіцієнт при старшій похідній, одержуємо 

      
2

2
2 sind da b F

dd
 

       


, (2) 

де 

  2
1 2 sin

1 cos
ea
e


 

 
;     1 1

1 cos
b

e
  

  
; 

   2
1 4 sin

1 cos
eF

e
  

 
;   2   ;   A C

B


  ; (3) 

2
2

1
 


 – параметр при старшій похідній. 

При цьому параметри системи змінюються в інтервалах 

 3 3    ;   0 1e  . (4) 

Перший підхід до отримання наближеного аналітичного 
розв’язку рівняння (1). Одним із поширених аналітичних підходів до 
розв’язку рівняння (1) є розкладання нелінійної складової рівняння, тобто 
функції sin ,  в ряд Тейлора 
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3 5

sin ...
6 120
 

       (5) 

і, утримуючи два члена ряду (5), початкове рівняння нелінійне дифере-
нціальне рівняння зі змінними коефіцієнтами (1) приводиться до вигляду 

      
2 3

2
2 6

d da b F
dd

   
            

. (6) 

Для знаходження наближеного аналітичного розв’язку сингулярного 
нелінійного неоднорідного диференціального рівняння (6) зі змінними 
коефіцієнтами скористаємось гібридним асимптотичним методом [9]. 

Відповідно до запропонованого підходу на першому етапі використо-
вується метод збурення за параметром при нелінійній складовій: 

        
2

2 3
2

d da b b F
dd

 
          


, (7) 

де 

 1
6

 


;      b b    ;   
6


  ; (8) 

 0 1
0

... i
i

i




         . (9) 

Підставляючи (9) в (7) і утримуючи два члени в (5), отримуємо рівняння 
у формі 

    
2 2 22

2 0 0 01
0 12 2

d d dd a b
d dd d

     
               

        
 

     3
0 1 .b F        (10) 

Порівняння коефіцієнтів при однакових степенях параметру   в рівнян-
ні (10), приводить до системи сингулярних лінійних рівнянь зі змінними 
коефіцієнтами: 

      
2

0 2 0 0
02: d da b F

dd
 

        


; (11) 

      
2

1 2 31 1
1 02: d da b b

dd
 

         


. (12) 
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Використовуючи алгоритм, запропонований, зокрема, у [9, 10], на-
ближений аналітичний розв’язок рівняння (7) у двох ВКБ-наближеннях2 
дається у формі: 

         
   

   
 

3
21 0 21

1 10.25 2 2
1 1 1 1

sin
( )

E F y b y
I s d d

Q A I A I

                    
          

   

      
   

   
 

3
11 0 11

1 1 2 2
1 1 1

cos ,
F y b y

I s d d
A I A I

     
       

     
   (13) 

де 1s , 2s  – довільні сталі;  0   – загальний розв’язок лінійного рів-
няння при заданих початкових умовах:  

   1 21
1 1I Q d


     ;        

2

1 2
1
2 2

a
Q a b

 
      

  
;    

2
a

a


 


; 

   
2

b
b


 


;   d

d
 


;    exp

2
a

E d
 

    ; 
 

1 0.25
1

( )
( )

E
A

Q


 


; 

      11 10.25
1

sin
( )
E

y I
Q

 
        

,        21 10.25
1

cos ( )
( )
E

y I
Q

 
   

  
, (14) 

         0 1 20.25
1

sin cos
( )
E

s I s I
Q

 
               

. (15) 

Другий підхід до отримання наближеного аналітичного 
розв’язку рівняння (1). За другим підходом рівняння (2) подається у 
вигляді 

         
2

2
2 sind da F b

dd
 

       


 , (16) 

де 

   6
1 cos

b
e

 
 

 . (17) 

Застосовуючи розкладання (9) і прирівнюючи коефіцієнти при однакових 
степенях параметру  , отримаємо систему рівнянь: 

                                     
2ВКБ-наближення – квазікласичне наближення відоме також, як метод ВКБ 
(Вентцеля – Крамерса – Бріллюена) 
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    
2

2 0 0
2

d da F
dd

 
    


, (18) 

      
2

2 1 1
02 sind da b

dd
 

      


 , (19) 

розв’язок яких отримується у двох ВКБ-наближеннях: 

         
   

     
 

22 0 22
2 10.25 2 2

2 2 2 2 2

sin
sin

( )

E F y b y
I s d d

Q A I A I

                    
          

 

      
   

     
 

12 0 12
2 1 2 2

2 2 2 2

sin
cos

F y b y
I s d d

A I A I

     
      

     
  , (20) 

де 

   
 

2 0.25
2

E
A

Q


 


,        

 
 12 20.25

2
sin

E
y I

Q


    


, 

   
 

 22 20.25
2

cos
E

y I
Q


    


, 

      0sinN b      
 ,             2

2 2
1
2 2

a
Q a

 
    

  
,  

    1 21
2 2I Q d


     . (21) 

Аналіз числових результатів за двома підходами. Порівняння 
двох підходів здійснюється за параметрами: 

 0.5e  ,   2  ,   2
2

1 0.25  


,   0.0833
6


   . (22) 

За початкових умов 

   0 0 1,         0 0 0   (23) 

розв’язок лінійної задачі за першим підходом 

 
 
   

2
0 0

02
0.25sin 0.50.25 0

1 0.5cos 1 0.5cos
d d

dd
 

   
    

 (24) 

має вигляд 
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    
  

0 0.5
1.225cos 2

1 0.5cos


  

 
. (25) 

У зв’язку із громіздкістю нелінійних розв’язків надається лише графічне 
їх представлення (залежностей у радіанах) на рис. 2 – 5. 

  
Рис. 2 – Співставлення аналітичного 
(за першим підходом) та числового 

розв’язків однорідної лінійної задачі 
 

Рис. 3 – Співставлення аналітичного  
(за першим підходом) та числового 

розв’язків однорідної нелінійної задачі 
 

  
Рис. 4 – Співставлення аналітичного 
(за першим і другим підходами) та 
числового розв’язків однорідної 

нелінійної задачі  

Рис. 5 – Співставлення числових 
(за першим і другим підходами) 

розв’язків однорідної нелінійної задачі 
 

Висновки. Надано порівняльний аналіз двох підходів до вирішення 
нелінійної проблеми динаміки супутника в площині еліптичної орбіти на 
базі гібридного асимптотичного методу. Проблема зводиться до необ-
хідності інтегрування сингулярних нелінійних диференціальних рівнянь 
із змінними коефіцієнтами. Співставлення наближених аналітичних і 
прямих числових розв’язків основних рівнянь динаміки дозволяють зро-
бити висновок про можливість застосування запропонованих підходів на 
начальній стадії зміни параметру . Для значних величин параметру 
перевага надається другому підходу. 
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Д. Д. Грищак 
К ЧИСЛЕННОМУ АНАЛИЗУ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ  
НЕЛИНЕЙНЫХ КОЛЕБАНИЙ СПУТНИКА В ПЛОСКОСТИ  

ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ ОРБИТЫ 
Проведен численный анализ математической модели нелинейных 

колебаний спутника в плоскости эллиптической орбиты на базе применения 
гибридного асимптотического метода, который является комбинацией метода 
возмущений по параметру нелинейной составляющей уравнения и метода 
фазовых интегралов по параметру при старшей производной. Анализируется 
основное дифференциальное уравнение нелинейных колебаний спутника в 
соответствии с двумя подходами: с учетом разложения в ряд нелинейной 
составляющей уравнения и применения асимптотического подхода к явной 
нелинейной функции. 

Ключевые слова: спутник, эллиптическая орбита, асимптотическое 
решение, нелинейная задача. 
 
 
UDC 539.3 

D. D. Gristchak 
TO NUMERICAL ANALYSIS OF MATHEMATICAL MODEL  
FOR NONLINEAR SATELLITE VIBRATION IN THE PLANE  

OF ELLIPTICAL ORBIT 
Paper deals with numerical analysis of mathematical model for nonlinear satellite 

vibration in the plane of elliptical orbit on the basis of hybrid asymptotic method that 
is combination of perturbation method with respect to nonlinear parameter at the 
nonlinear constituent of equation and phase integral method with respect to 
parameter at highest derivative. Basic differential equation of satellite nonlinear 
vibrations in accordance with two approaches: taking into account decomposition in 
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the series of nonlinear constituent of equation and application of the asymptotic 
approach to an explicit nonlinear function. 

Keywords: satellite, elliptical orbit, asymptotic solution, nonlinear problem. 

A two-step hybrid perturbation – WKB (or phase-integral) method is pre-
sented for the solution of a satellite nonlinear vibration problem in the plane 
of elliptic orbit. This analytical approach is effective for the solution of a varie-
ty of singular nonlinear differential equations which involve scalar parame-
ters. The resulting (an approximate) analytical solutions has a form of a sum 
where each term consists of the product of two functions according to per-
turbation (on parameter at nonlinear term) and WKB (on singular parameter) 
methods. Unlike existent approaches, where a nonlinear trigonometric func-
tion is represented usually as a series decomposition function, in proposed 
approach the nonlinear term of initial second order singular differential equa-
tion with variable coefficients is taking into account without series presentation. 

Comparison of results with using of proposed solutions and direct numer-
ical integration of initial equations are given. 
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