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ОПТИМАЛЬНЕ ПРОЄКТУВАННЯ ГОФРОВАНИХ КІЛЕЦЬ  
ЯК ЕЛЕМЕНТІВ СУДИННИХ СТЕНТІВ 

 

Розглянуто деформацію кільця, гофрованого перпендикулярно радіусу, що 
знаходиться під дією зовнішнього тиску. Застосовано метод асимптотичної 
гомогенізації. Отримано асимптотичну формулу залежності величини 
деформації від величини зовнішнього тиску для довільного гладкого профілю 
гофри. Поставлено задачу оптимізації форми профілю гофри по відношенню 
до супротиву зовнішнього тиску. Знайдений оптимальний профіль по своїй 
ефективності виявився близьким до синусоїдального, зменшення деформації 
склало менше одного відсотка. 
 

Ключові слова: судинний стент; гофроване кільце; зовнішній тиск; метод 
асимптотичної гомогенізації; залежність деформації від зовнішнього тиску; 
оптимізація форми профілю гофри. 
 

Вступ. Останнім часом знаходять застосування гофровані кільця 
(рис. 1) як складові елементи судинних стентів (рис. 2). Ці структури 
зазвичай моделюються із застосуванням аналізу скінченних елементів, 
але існує також потреба в більш спрощених підходах оцінки можливих 
варіантів проєктування. 
 

 
 

Рис. 1 ‒ Гофроване кільце: 
1; 2 – базове кільце рівновіддалене від вершин гофри; H – амплітуда гофри; 

   – нормальна до циліндричної поверхні радіуса   розподілене навантаження, 
що діє з боку стінок судини 

____________________________ 
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Рис. 2 ‒ Приклад судинного стенту [DAIS NEWS. June 12. 2017. Open Access] 
 

Метою роботи є проєктування форми гофрування, яка забезпечує 
найбільшу кільцеву жорсткість гофрованого кільця при заданому 
периметрі. Для цього будується гомогенна модель гофрованого кільця 
за допомогою метода асимптотичної гомогенізації [1 – 3]. 

Геометричні співвідношення. Векторне рівняння осьової лінії в 
циліндричній системі координат  (рис. 2) 
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де ),(  nHZ   H  – амплітуда гофри; )(  n  – періодична функція з 

періодом n/2 ; n  – кількість хвиль гофри. Функція  )(  n , яка ви-

значає форму гофри, симетрична щодо базової окружності 2 (рис. 2), 
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Рівняння рівноваги. Розглянемо елемент гофри довжиною ds  і ді-

ючі на нього сили, отримуємо два векторних рівняння рівноваги 
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Векторні рівняння (5) інваріантні по відношенню до будь-якій системі 
координат. Запишемо ці рівняння щодо координат, пов'язаних з базо-
вою круговою окружністю (рис. 2). Для цього представимо вектори, що 

входять в рівняння (5), у вигляді розкладів по базису )31( iei : 
 

332211 eFeFeFF  ; 
 

332211 eMeMeMM                                 (6) 
 

1eqq  , 
 

де constq  . 

Підставляючи розкладання (6) в (5), після перетворень одержуємо 
рівняння рівноваги в проєкціях на осі базової окружності 

 

RAqFF  22 ;                                     (7) 
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33                                   (8) 

 

Гомогенізація рівнянь рівноваги. Рівняння рівноваги (7), (8) до-
зволяють визначити напружений стан гофрованого кільця при заданій 
формі гофри (1). Для задачі оптимізації цієї форми необхідно знайти 
розв’язок в загальному вигляді, для невизначеної форми. Такий 
розв’язок можна отримати за допомогою методу асимптотичної гомоге-
нізації. 

Проєкції внутрішніх зусиль та моменту (6) представимо у вигляді 
 

),(

0

ik

k

k
i FnF 





 ; ),(

0

ik

k

k
i MnM 





 ,             (9) 

 

де  n , ikF , ikM  – періодичні по   функції c періодом 2   

Підставляючи розкладання (9) у рівняння (7), (8), після розбиття по 

степенях n  та застосування оператора усереднення 
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aqRF 20 ; 010F ; 0302010  MMM .                  (10) 

 

Неважко знайти наступні наближення асимптотичних розкладів (9), 
наприклад 
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де 0)( C  знаходиться з умови 0
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dM . 

Для завдання оптимізації профілю гофри обмежимося нульовим на-
ближенням напруженого стану, яке збігається з напруженим станом 
гладкого кругового кільця під дією рівномірного, в даному випадку усе-
редненого, зовнішнього тиску. 

Рівняння деформації. Для встановлення залежності )(11 quu   роз-

глянемо стиснення плоского гофрованого стрижня силами 20F  (рис. 3) і 

прирівняємо його деформацію до деформації гофрованого кільця 

R

u1 . 

 

 
 

Рис. 3 ‒ Плоский гофрований стрижень з параметрами гофри (1) 
 

 
Розв’язок задачі (рис. 3) було отримано в [4] на основі асимптотичної 

гомогенізації: 
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Замінюючи в (12) поздовжню деформацію плоского стрижня 20u  на 

окружну, неважко отримати нульове наближення шуканої залежності 
 

EF

qR
aku

2

10  .                                        (13) 



70 

 

Задача проєктування. Однією з головних переваг асимптотичної 
гомогенізації для прогнозування напружено-деформованого стану гоф-
рованих конструкцій є можливість постановки та вирішення задач опти-
мального проєктування. Ці задачі пов'язані з вибором форми профілю, 
яка забезпечує необхідні механічні характеристики гофрованих констру-
кцій. У цьому розділі задачею є вибір форми, яка дає найменше значен-
ня ефективних модулів пружності в (13), коли загальна довжина криво-
лінійної осі фіксована 

 

zk min                                              (14) 
 

consta  ;                                             (15) 
 

0)()0(  zz .                                         (16) 
 

Розв’язок варіаційної задачі (14) – (16) було отримано в [4] для поз-
довжньої деформації гофрованого стрижня (рис. 3): 
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Тут параметр r  визначає довжину дуги хвилі гофри. 
На рис. 4 зображено оптимальний профіль (17) для 0 4 0 6 0 8r , ; , ; , . 

Хрестами позначено відповідні синусоїдальні профілі однакової довжи-
ни дуги. 

 

 
 

Рис. 4 ‒ Оптимальний профіль гофри для 0 4 0 6 0 8r , ; , ; ,   

 

Підставивши вираз (17) в (13), можна визначити значення 1u  для си-

нусоїдального профілю su1  та для оптимального ou1 . Відносно варіації 

r  маємо 
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З (18) отримуємо, що для вибраних значень 0 4 0 6 0 8r , ; , ; ,  заміна 

синусоїдального профілю на оптимальний зменшує деформацію (13) на 

0 065 0 23 0 365, ; , ; . %   відповідно. 

Висновки. Застосування методу асимптотичної гомогенізації  до-
зволило отримати асимптотичну формулу залежності величини дефор-
мації вертикально гофрованого кільця від величини зовнішнього тиску, 
що є корисною попередньої інформацією при проєктуванні судинних 
стентів. Знайдений оптимальний профіль по ефективності виявився бли-
зьким до синусоїдального, зменшення деформації склало менше одного 
відсотка. Отримані геометричні характеристики вертикально гофрованого 
кільця можуть бути корисними для подальшого вивчення механічних ха-
рактеристик судинних стентів, наприклад, в задачах стійкості. 
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Рассмотрена деформация кольца, гофрированного перпендикулярно 
радиусу, находящегося под действием внешнего давления. Применён метод 
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формы профиля гофры по отношению к противодействию внешнему 
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OPTIMAL DESIGN OF CORRUGATED RINGS  
AS ELEMENTS OF VASCULAR STENTS 

 

The deformation of a corrugated perpendicular to the radius ring under  
the action of external pressure is considered. The method of asymptotic 
homogenization is used. The asymptotic formula for the dependence  
of the deformation value on the external pressure value for an arbitrary smooth 
corrugation profile was obtained. The problem of optimization of the corrugated 
profile shape in relation to the resistance of external pressure was set. The found 
optimal profile in its effectiveness was close to sinusoidal; the reduction  
of deformation was less than one percent. 

 

Keywords: vascular stent; corrugated ring; external pressure; method of asymptotic 
homogenization; dependence of deformation on external pressure; optimization of the 
corrugated profile shape. 

 
Recently, corrugated rings (Fig. 1) used as components of vascular 

stents (Fig. 2). These structures are usually modeled using finite element 
analysis, but there is also a need for more simplified approaches to as-
sessing possible design options. The aim of the work is to design a form of 
corrugation, which provides the greatest annular stiffness of the corrugated 
ring at a given perimeter. To do this, a homogeneous model of the corrugat-
ed ring is using the method of asymptotic homogenization [1 – 3]. 

 

 
 

Fig. 1 ‒ Corrugated ring: 
1; 2 – base ring equidistant from the tops of the corrugations;  

H –- amplitude of corrugations; q – normal to the cylindrical surface of radius R  
distributed load acting from the walls of the vessel 
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Fig. 2 ‒ Example of a vascular stent [DAIS NEWS. June 12. 2017. Open Access] 

 

Geometric relations. Vector equation of the centerline in a cylindrical 

coordinate system (Fig. 2) 
 

,)( 31 enZeRr                   (1) 

 

where Z H ( n );    H  is the amplitude of the corrugation; )(  n  is a peri-

odic function with period n/2 ; n  is the number of corrugated waves. The 

function )(  n , which determines the shape of the corrugation, is symmetric 

with respect to the base circle 2 (Fig. 2), 1)(1   n ,  20  . 

Equilibrium equation. Consider a corrugated element of length ds and 

the forces acting on it, we obtain equation of equilibrium in projections on the 

axis of the base circle 
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Homogenization of equilibrium equations. Presented projections of in-

ternal forces and moment (2), (3) in the form 
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where  n , ikF , ikM  – periodic functions on   with period 2   Substi-

tuting the expansion (4) into equations (2), (3), after dividing by powers of n 

and applying the averaging operator 
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Deformation equation. To establish the dependence )(11 quu   consi-

der the compression of a flat corrugated rod by forces 20F  and equate its 

deformation to the corrugated ring deformation  
R

u1  [4]: 
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Design problem. In this section, the problem is to choose the shape that 

gives the smallest value of the effective modulus of elasticity in (13), when 

the total length of the curvilinear axis is fixed 
 

zk min                                              (7) 

 

a const;                                               (8) 
 

0)()0(  zz .                                         (9) 

 

The solution of the variational problem (7) – (9) was obtained in [4] for the 

longitudinal deformation of the corrugated rod 
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The parameter r determines the arc wavelength of the corrugation. 

If we compare deformation for the sinusoidal profile su1  and for the opti-

mal ou1 : 
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We obtain that for the selected values of 0 4 0 6 0 8r , ; , ; ,  replacement of 

the sinusoidal profile by the optimal one reduces the deformation by 

0 065 0 23 0 365, ; , ; , %  , respectively. 

 

Conclusions. The application of the method of asymptotic homogeniza-

tion allowed obtaining an asymptotic formula for the dependence of the 

amount of deformation of the vertically corrugated ring on the value of exter-

nal pressure, which is useful preliminary information in the design of vascu-

lar stents. The found optimal efficiency profile was close to sinusoidal; the 
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reduction of deformation was less than one percent. The obtained geomet-

rical characteristics of the vertically corrugated ring can be useful for further 

study of the mechanical characteristics of vascular stents, for example in 

stability problems. 
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