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КОЛЕБАНИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ  
В ПОТОКЕ ЖИДКОСТИ ИЛИ ГАЗА 

 

Рассмотрены вынужденные осесимметричные колебания цилиндрической  
оболочки средней длины в потоке сплошной среды вдали от точек краевого эффекта. 
Получены выражения изгиба оболочки, как функции параметров оболочки и газового 
потока, для двух типов краевых условий: шарнирного закрепления и скользящего 
защемления. Показано, что в случае движущейся среды амплитуда колебаний  
оболочки при других равных условиях всегда меньше, чем в случае покоящейся 
среды. 
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Введение. Динамические задачи занимают значительное место в иссле-

дованиях механики деформируемого твёрдого тела, что обусловлено за-
просами и потребностями современной техники [1−8]. Процессы нагружения 
и деформирования тел взаимосвязаны в течение всего периода взаимодей-
ствия. Этим объясняется сложность нестационарных задач поведения кон-
струкций под действием периодической или импульсной нагрузки. Исследо-
вания показали, что тонкостенные металлические, или из различных компо-
зитных материалов [9−11], или так называемые “мягкие” оболочки (надув-
ные, затопленные струи [12−15]) при падении на них упругих волн 
акустического диапазона активно воздействуют на потоки сплошной среды. 
Вместе с тем в большинстве прикладных задач эти акустические сигналы 
генерируются потоками газа или жидкости внутри или снаружи оболочки. 

Часто задачи о вынужденных осесимметричных колебаниях цилиндриче-
ских оболочек, находящихся под действием акустического поля давлений, 
решаются методом Фурье [11, 16]. Используемые в этой методике ряды для 
функции прогиба обладают медленной сходимостью. Для того чтобы охва-
тить влияние концевых закреплений для некоторых оболочек, требуется 
привлекать несколько десятков членов ряда. Это обусловлено тем, что соб-
ственные частоты k  осесимметричных колебаний оболочки при относи-
тельно малых числах изгибных полуволн k  практически остаются неизмен-
ными. Поэтому результаты этих вычислений применимы, как правило, для 
больших значений k . Однако в технике в качестве конструктивных элемен-
тов часто используются оболочки средней длины. Статья посвящена иссле-
дованию влияния потока сплошной среды во внутренней области цилинд-
рической оболочки на изгибные колебания её боковой поверхности. Урав-
нение вынужденных колебаний интегрируется в замкнутом виде. Получен-
ное решение может быть использовано для сравнения с приближёнными 
решениями в более сложных задачах этого типа. 
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Постановка задачи и основные уравнения. Рассматриваются вынуж-
денные осесимметричные колебания цилиндрической оболочки средней дли-
ны, находящейся под действием акустического поля давлений 
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В этих выражениях ,z   – координата вдоль оси и длина цилиндра; t  – 
время; c  – скорость распространения звука; M v c  – число Маха; v  – 
скорость потока газа внутри оболочки; k  – круговая акустическая частота 
возбуждения; kp  – возмущение давления во входном сечении трубы. Ли-
неаризованное выражение для нагрузки, действующей на оболочку, можно 
записать в виде 
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где 0p , 0v , 0  – соответственно гидростатическое давление, скорость и 
плотность сплошной среды в невозмущенном потоке;   – потенциал скоро-
сти. Однако для простоты примем  

 

p p . 
Уравнения осесимметричных колебаний цилиндрической оболочки 

имеют вид [9]: 
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где h , r  – толщина стенки и радиус оболочки; E ,   – модуль упругости и 
коэффициент Пуассона материала оболочки; zq , rq  – соответственно 
растягивающая и изгибающая силы, действующие на единицу площади 
оболочки. 

Рассматриваем оболочку средней длины  1r   , причем условимся, 
что верхнее ее значение позволяет пренебрегать продольными силами 
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инерции  0zq  . В этом случае пренебрежение zq  не приведет к сущест-
венной погрешности. В уравнении (3) отбросим третье слагаемое, которое 

имеет порядок   2h   по сравнению со вторым слагаемым. Тогда при от-
сутствии осевых сил из (3) следует соотношение 

 

u w
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которое подставим в (4). Также в выражении (4) пренебрегаем вторым сла-

гаемым во второй скобке как малым порядка   2h r  и приходим к уравне-
нию 
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Задача будет рассматриваться для двух типов граничных условий: шарнир-
ное закрепление и скользящее защемление краев оболочки. Эти типы креп-
лений часто используются в реальных конструкциях. 

Решение задачи о собственных колебаниях оболочки. Очевидно, что 
вне зон краевого эффекта, где функции прогиба следуют функции давления 
(1), роль первых двух слагаемых в выражении (5) пренебрежимо мала. А в 

зоне краевого эффекта, где показатель изменяемости велик  1 h r  , 

второе слагаемое в h r h r  раз меньше, чем первое. Поэтому доста-
точно точно описывать изгибные колебания по всей длине оболочки будет 
уравнение 
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где   – плотность материала оболочки. 

Примем частное волновое решение в виде 
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Тогда уравнение (6) с учетом (1) и (2) примет вид 
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Полагая, что 4 0k  , получаем решение уравнений (8) в виде [17]: 
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Слагаемые с коэффициентами    42 1D r M E h  в обоих выражениях (9) 

и (10) отброшены как малые порядка   4
1k   по сравнению с единицей 

( 1 hr   – ширина зоны краевого эффекта). 

Определим коэффициенты ' "
1 4, ...C C  для краевых условий шарнирного 

закрепления и скользящего защемления соответственно: 
 

2

2
0ww

z


 


;      0,z   ; 

 

0ww
z


 


;      0,z   . 

 
Учитывая выражение (7) и отбрасывая малые члены, связанные с влиянием 
краев на удаленные от них участки, получаем для шарнирного закрепления: 
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и в случае скользящего защемления − 
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Анализ результатов. В выражениях для функций прогиба (11)–(14) сла-

гаемые с коэффициентами  exp k z  и  exp k z    , описывают крае-

вой эффект и быстро затухают. С приближением k  к значению   зона 
краевого эффекта расширяется. Следовательно, согласно (2), с увеличением 
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скорости потока зона краевого эффекта сужается. Сдвиг фаз прогибов по 
длине оболочки вне зон краевого эффекта согласно (11)–(14) – линейный и 
совпадает с фазовым соотношением для функции давления: 

 

k kM z        1 1z     . 
 

Это является следствием того, что в выражениях для прогибов были от-
брошены члены, соответствующие деформации по оси z , как малые поряд-

ка   4
1k  , по сравнению с единицей. 

Рассмотрим случай осесимметричных вынужденных колебаний цилинд-
рической оболочки. Если число Маха 0M  , то из выражений (12) и (14) 
следует, что " 0kw  . Из выражений (11) и (13) при 0M   получаем для 
шарнирного закрепления краев оболочки 
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и в случае скользящего защемления − 
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где k  – частота акустических волн в покоящейся сплошной среде. 
Коэффициент влияния скорости потока на осесимметричные изгибные 

колебания цилиндрической оболочки вне зоны краевого эффекта с учетом 
(11), (13), (15), (16) равен: 
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С учетом выражений (2) и (8) формулу (17) можно представить в виде 
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Из выражения (18) логически получаем  
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Следовательно, в случае движущейся среды амплитуда колебаний оболоч-
ки при других равных условиях всегда меньше, чем случае покоящейся среды. 
На рис. 1 показаны результаты расчетов коэффициент влияния скорости пото-
ка для оболочки средней длины, по образующей которой укладывается одна 
изгибная полуволна. Кривая 1 соответствует случаю, когда частота   возбуж-
дающей акустической волны на входе составляет 80% от собственной частоты 
оболочки  , кривая 2–70%, кривая 3–50% соответственно. Видно, что вблизи 
собственных частот влияние vC  весьма существенно даже при малых числах 

Маха. Для случая, когда 4 0k   решение уравнений (8) можно получить ана-
логичным образом. Однако это имеет место при параметрах оболочки и газово-
го течения, удовлетворяющих условию 
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      0c RT ,                (19) 

 

где  , 0T  – показатель адиабаты и температура невозмущенного газа; R  – 
газовая постоянная. 

 
1 – 0,8  , 2 – 0,7  , 3 – 0,5   

 
Рис. 1. − Коэффициент влияния скорости потока на амплитуду изгиба  

при разных отношениях акустической частоты к собственной частоте оболочки 
 

Однако этот случай в рассматриваемой задаче представляет меньший ин-
терес. Действительно, для потока газа с температурой 0 1000T K  в  
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соответствии с (19) размеры стальной оболочки ( 11 21,5 10E Н м  – при 

0T , 3 37,8 10 кг м  ) должны удовлетворять условию 0, 2r k . Но 
тенденцию к возникновению продольных колебаний (1) в основном имеют 
трубы, у которых 1r  . С другой стороны, число полуволн k  не может 
принимать значения больше единицы, если труба относительно короткая. 
Лишь при очень высоких температурах потока, когда скорость звука c  зна-
чительно возрастает, а модуль упругости E  значительно падает, возможен 

случай 4 0k  . 
Выводы. По результатам проведенных исследований можно сделать 

следующие выводы. 
1. Амплитуда осесимметричных изгибных колебаний цилиндрической 

оболочки, находящейся в потоке сплошной среды, всегда меньше, чем в слу-
чае покоящейся среды. 

2. С возрастанием числа Маха потока амплитуда колебаний оболочки 
существенно уменьшается. 

3. Наибольший коэффициент влияния скорости потока вблизи резонанса. 
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КОЛИВАННЯ ЦИЛІНДРИЧНОЇ ОБОЛОНКИ  
В ПОТОЦІ РІДИНИ АБО ГАЗУ 

 

Розглянуто вимушені осесиметричні коливання циліндричної оболонки  
середньої довжини в потоці суцільного середовища віддалік від точок крайового 
ефекту. Отримані вираження згину оболонки, як функції параметрів оболонки й  
газового потоку, для двох типів крайових умов: шарнірного закріплення й ковзного 
защемлення. Показано, що у випадку  середовища, що рухається, амплітуда коливань 
оболонки при інших рівних умовах завжди менше, ніж у випадку нерухомого  
середовища. 

Ключові слова: циліндрична оболонка, швидкість потоку, поперечні коливання, число 
Маха. 
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OSCILLATIONS OF THE CYLINDRICAL SHELL  
IN THE STREAM OF THE FLUID OR GAZ 

 

Compelled axially symmetric fluctuations of a cylindrical shell of average length in a 
stream of the continuous environment far from points of boundary effect are considered. 
The formulas of a bend of shell, as functions of parameters of shell and a gas stream, for 
two types of boundary conditions (turning fixing and a slipping pinching) it received. It 
shown, that in case of the moving environment the amplitude of fluctuations of shell  
under other equal conditions always is less, than a case of the based environment. 

Keywords: cylindrical shell, velocity of a stream, traversal oscillations, number of Mach. 


